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Zaxto?

Top

−→ Ch −→ Ab

X −→ C∗(X ) −→ Hn(X )

Razliqitim Abelovim grupama odgovaraju razliqiti prostori!

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Zaxto?

Top −→ Ch

−→ Ab

X −→ C∗(X ) −→ Hn(X )

Razliqitim Abelovim grupama odgovaraju razliqiti prostori!

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Zaxto?

Top −→ Ch −→ Ab

X −→ C∗(X ) −→ Hn(X )

Razliqitim Abelovim grupama odgovaraju razliqiti prostori!

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Zaxto?

Top −→ Ch −→ Ab

X

−→ C∗(X ) −→ Hn(X )

Razliqitim Abelovim grupama odgovaraju razliqiti prostori!

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Zaxto?

Top −→ Ch −→ Ab

X −→ C∗(X )

−→ Hn(X )

Razliqitim Abelovim grupama odgovaraju razliqiti prostori!

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Zaxto?

Top −→ Ch −→ Ab

X −→ C∗(X ) −→ Hn(X )

Razliqitim Abelovim grupama odgovaraju razliqiti prostori!

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Zaxto?

Top −→ Ch −→ Ab

X −→ C∗(X ) −→ Hn(X )

Razliqitim Abelovim grupama odgovaraju razliqiti prostori!

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Simplicijalni kompleksi

Nas ne�e zanimati apstraktni topoloxki prostori, ve� neki

geometrijski jednostavniji objekti, koji su pogodniji za raqunarske

tehnike:

Definicija

Standardni n - simpleks je skup svih konveksnih kombinacija baznih

vektora u Rn+1.

σn := {(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1| x1 + x2 + ...+ xn+1 = 1 ∧ ∀i xi ≥ 0}
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Slika: Standardni 2-simpleks
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Simplicijalni kompleksi

Definicija

Simplicijalni kompleks K je skup simpleksa koji ispu�ava:

1) Svaka strana simpleksa σ iz K pripada tako�e K,
2) Za svaka dva simpleksa σ1, σ2 ∈ K �ihov presek σ1 ∩ σ2 je strana

od σ1 i σ2.
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Simplicijalni kompleksi

Slika: Strana simpleksa
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Slika: Simplicijalni komples
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Simplicijalni kompleksi

Slika: Primer prostora koji NIJE simplicijalni kompleks
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Simplicijalni kompleksi

Postoji prirodna filtracija simplicijalnih kompleksa data sa:

Definicija

n-ti skeleton simplicijalnog kompleksa K je:

Kn := {σ ∈ K| σ je k simpleks, k ≤ n}.

Lako se vidi da va�i

K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ · · ·
Za simplicijalni kompleks ka�emo da je konaqan, ako je svaki Kn

konaqan i ako va�i Kn \ Kn−1 = ∅ , n ≥ k . Tada je dobro
definisana dimenzija

dim(K) := max{n ∈ N| Kn \ Kn−1 6= ∅}
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Simplicijalna Homologija

Radi jednostavnosti izlaga�a uvex�emo simplicijalnu homologiju

sa koeficijentima u Z2

Definicija

Lanqasti kompleks

C∗(K) =
⊕
n≥0

Cn(K)

pridru�en simplicijalnom kompleksu K je niz grupa:

Cn(K) :=
⊕

σ∈Kn\Kn−1

Z2 < σ >

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Simplicijalna Homologija

Radi jednostavnosti izlaga�a uvex�emo simplicijalnu homologiju

sa koeficijentima u Z2

Definicija

Lanqasti kompleks

C∗(K) =
⊕
n≥0

Cn(K)

pridru�en simplicijalnom kompleksu K je niz grupa:

Cn(K) :=
⊕

σ∈Kn\Kn−1

Z2 < σ >

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Simplicijalna Homologija

Radi jednostavnosti izlaga�a uvex�emo simplicijalnu homologiju

sa koeficijentima u Z2

Definicija

Lanqasti kompleks

C∗(K) =
⊕
n≥0

Cn(K)

pridru�en simplicijalnom kompleksu K je niz grupa:

Cn(K) :=
⊕

σ∈Kn\Kn−1

Z2 < σ >

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Simplicijalna Homologija

Da bismo od datog niza grupa dobili grupe koje su invarijante naxih

prostora potrebno je definisati graniqni homomorfizam

∂n : Cn(K)→ Cn−1(K)

Sa Z2 koeficijentima definicija je vrlo jednostavna

∂σ :=
∑

τ∈Kn−1\Kn−2,τ⊂σ

τ

Kada su koeficijenti u Z potrebno je razmatrati orijentacije

graniqnih simpleksa i pridru�iti im znak.
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Simplicijalna Homologija

Standardno tvr�e�e iz Algebarske Topologije je

Tvr�e�e

∂n ◦ ∂n+1 = 0

Odatle mo�emo da zak	uqimo da je Im∂n+1 ⊂ Ker∂n, kako su to
Abelove grupe, koliqnik je dobro definisan:

Definicija

Neka je K simplicijalni kompleks. Tada je n-ta homoloxka grupa
simplicijalnog kompleksa K:

Hn(K) :=
Ker(∂n : Cn → Cn−1)

Im(∂n+1 : Cn+1 → Cn)
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Simplicijalna Homologija

Primer

Neka je K 1-simpleks tada je

H∗(K) =

{
Z2 , ∗ = 0,

0 , ∗ ≥ 1.

Zaista, oznaqimo sa [e1, e2] 1-simpleks generisan vektorima e1 i e2.

C∗(K) =


Z2 < e1 > ⊕Z2 < e2 > , ∗ = 0,

Z2 < [e1, e2] > , ∗ = 1,

0 , ∗ ≥ 1.

∂0(e1) = ∂0(e2) = 0 , ∂1([e1, e2]) = e1 + e2
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Primer

kako je Ker∂1 = 0 imamo da je

H1(K) = 0.

Poxto je Ci = 0, i ≥ 2 onda va�i i Hi = 0.

Imaju�i u vidu da je Im∂1 = Z2 < e1 + e2 > dobijamo

H0(K) =
Z2 < e1 > ⊕Z2 < e2 >

Z2 < e1 + e2 >
∼= Z2
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Simplicijalna Homologija

Primer

kako je Ker∂1 = 0 imamo da je

H1(K) = 0.

Poxto je Ci = 0, i ≥ 2 onda va�i i Hi = 0.

Imaju�i u vidu da je Im∂1 = Z2 < e1 + e2 > dobijamo

H0(K) =
Z2 < e1 > ⊕Z2 < e2 >

Z2 < e1 + e2 >
∼= Z2
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Smith-ova normalna forma i algoritam

Graniqni operator ∂n mo�e da se posmatra i kao linearno

preslikava�e Z2 vektorskih prostora dato sa:

(Dn)i ,j =

{
1 , i-ti n − 1 simpleks je granica j-tog n simpleksa

0 , inaqe.

gde sve matrice zavise od ure�e�a konaqnog broja n-simpleksa. Svaka
matrica se elementarnim transformacijama mo�e svesti na

"dijagonalnu"matricu:
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Smith-ova normalna forma i algoritam

Slika: Smith-ova normalna forma
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Smith-ova normalna forma

Ako pa�	ivo pogledamo rank(Dn) = dim(Im∂n). A iz teoreme o rangu

i defektu imamo da je i

dim(Cn) = dim(Im∂n) + dim(Ker∂n)

odnosno imaju�i u vidu da je dobijamo da je

dim(Hn(K)) = dim(Cn)− rank(Dn)− rank(Dn+1)

xto nam daje jednostavan naqin da razlikujemo homoloxke grupe a

time i prostore.

Napomena

Brojevi:

βn := dim(Hn(K))

se nazivau Betti-jevi brojevi.
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Smith-ova normalna forma i algoritam

Posmatrajmo sada simplicijalni kompleks K i uredimo simplekse

σ1, σ2, . . . , σm

tako da strana nekog simpleksa prethodi sam simpleks.

Definiximo

sada objedi�eni operator

Di ,j =

{
1 , ako je σi strana kodimenzije 1 simpleksa σj

0 , inaqe.
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Smith-ova normalna forma i algoritam

Ako definixemo low(j) kao broj najni�e ne-nula vrste, a low(j) = 0

akko je j-ta kolona cela 0. Slede�im algoritmom operator D svodimo

na matricu koja u svakoj koloni i svakoj vrsti ima najvixe jednu 1.

for j = 1 to n do
while ∃j ′ < j with low(j ′) = low(j) do
add column j ′ to column j

endwhile
endfor.

Iz redukovane matrice nije texko proqitati Betti-jeve brojeve.
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Sadr�aj

1 Algebarska Topologija

2 Persistencija

3 Persistentna Homologija

4 Rips-ov kompleks
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Morsove funkcije

U ovom delu �emo uoqiti kako u glatkom sluqaju topologiju prostora

mo�emo da "qitamo"pomo�u lepih funkcija na tim prostorima.

Definicija

Glatka mnogostrukost M je n-dimenziono uopxte�e povrxi. Odnosno,
svaka taqka ima okolinu difeomorfnu sa Rn.

Neka je f : M → R funkcija klase C 2(M). Ka�emo da je kritiqna
taqka p (df (p) = 0) nedegenerisana ukoliko je Hesijan:

D2f =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
i ,j

invertibilan.
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Morsove funkcije

Definicija

Funkcija f : M → R klase C 2(M) je Morsova ako su sve kritiqne

taqke funkcije f nedegenerisane.

Indeks mf (p) kritiqne taqke p funkcije f je broj negativnih

sopstvenih vrednosti Hesijana D2f (p).

Jednostavna posledica Teoreme o Inverznoj funkciji nam govori da

su kritiqne taqke izolovane.

Podnivo funkcije f je

f ≤t := {p ∈ M| f (p) ≤ t}
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Morsove funkcije

Slika: Primer Morsove funkcije
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Morsove funkcije

Slika: Primer Morsove funkcije 2
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Bottleneck rastoja�e

Prolaskom kroz lokalni minimum u realnom sluqaju ra�a se jedna

klasa povezanosti. Ukoliko bele�imo kada se klasa rodila i kada je

klasa nestala (Slika : Primer Morsove funkcije) dobijamo

Persistentni dijagram funkcije.

Za dve razliqite funkcije imamo dva razliqita persistentna

dijagrama koja mogu da se uporede na slede�i naqin:

Definicija

dbottle(f , g) = infµsupx∈Dgm(f )||x − µ(x)||∞

Gde su µ bijekcije izme�u dijagrama (primetimo da su kardinalnosti

Dgm(f ) i Dgm(g) razliqite!).
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Bottleneck rastoja�e

Va�na Teorema u ovoj teoriji je:

Teorema

dbottle(f , g) ≤ ||f − g ||∞

Odnosno, ukoliko malo perturbujemo komplikovanu funkciju, mo�emo

na�i funkciju qiji je dijagram jednostavniji, a daje nam istu

koliqinu informacija!
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Bottleneck rastoja�e

Slika: Bottleneck rastoja�e dve bliske funkcije
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Motivacija

U Morsove funkcije su nam bila samo motivacija, iako se oko nas

qesto pojav	uju mnogostrukosti kao ambijenti postoji tvr�e�e:

Tvr�e�e (Triangulacija glatkih mnogostrukosti)

Neka je M glatka zatvorena mnogostrukost tada postoji konaqan

simplicijalni kompleks K takav da su M i |K| homeomorfni.

Odnosno, kako nas zanimaju samo oblici, ne nu�no i glatka

struktura, ovo tvr�e�e nam omogu�uje da problemima pristupimo

tako xto oblike opisujemo diskretnim, kombinatornim objektima, sa

kojima je lako raqunati.
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Tame funkcije

Za potrebu definicije Persistentne homologije uvodimo funkcije

koje osobinama podse�aju na Morsove.

Definicija

Funkcija f : X → R je tame ako va�i:

1) Homologija svakog od prostora Xt = f −1(−∞, t] je konaqne
dimenzije (ranga, ako ne radimo sa Z2),

2) Postoji samo konaqno mnogo vrednosti t1 < · · · < tn za koje

homologije prostora H∗(Xti ) nisu izomorfne.
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Tame funkcije i simplicijalni kompleksi

Nama najva�niji primer su deo po deo linearne funkcije iz

simplicijalnih kompleksa f : K → R.

Dovo	no je definisati funkciju ne temenima i produ�iti

linearno, neka su v1, ..., vn temena i pretpostavimo da va�i

f (v1) < f (v2) < · · · < f (vn)

podnivo f −1(−∞, t] funkcije f je homotopski ekvivalentan

maksimalnom simplicijalnom podkompleksu generisanom temenima

v1, ..., vi , za t ∈ [f (vi ), f (vi+1)).
Kako je homologija homotopska invarijanta, dobro je definisana

Simplicijalna homologija svakog podnivoa.
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Primer

Posmatrajmo trougao sa temenima v0, v1, v2 kao simplicijalni

kompleks.

Neka je f (v0) = 0, f (v1) = 1, f (v2) = 2. Tada je

f (x) = tf (vi ) + (1− t)f (vj) ako je x = tvi + (1− t)vj

Slika: Trougao
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Persistentna Homologija

Ako je X topoloxki prostor (simplicijalni kompleks) i f tame
funkcija sa "kritiqnim vrednostima"t1 < t2 < · · · < tn.

Definicija

Fiksirajmo vrednosti s0 < t1 < s1 < t2 < · · · < tn < sn. Oznaqimo
inkluziju iz Xsi u Xsj za i < j sa f i ,j .

Neprekidno preslikava�e

indukuje preslikava�e u homologiji

f i ,jp : Hp(Xsi )→ Hp(Xsj )

Persistentna homologija je Imf i ,jp

Ove grupe sadr�e klase koje su nastale pre si a i da	e �ive u sj .
Zato se zove Persistentna Homologija jer meri istrajnost klasa u

podnivoima.

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Persistentna Homologija

Ako je X topoloxki prostor (simplicijalni kompleks) i f tame
funkcija sa "kritiqnim vrednostima"t1 < t2 < · · · < tn.

Definicija

Fiksirajmo vrednosti s0 < t1 < s1 < t2 < · · · < tn < sn. Oznaqimo
inkluziju iz Xsi u Xsj za i < j sa f i ,j . Neprekidno preslikava�e

indukuje preslikava�e u homologiji

f i ,jp : Hp(Xsi )→ Hp(Xsj )

Persistentna homologija je Imf i ,jp

Ove grupe sadr�e klase koje su nastale pre si a i da	e �ive u sj .
Zato se zove Persistentna Homologija jer meri istrajnost klasa u

podnivoima.

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Persistentna Homologija

Ako je X topoloxki prostor (simplicijalni kompleks) i f tame
funkcija sa "kritiqnim vrednostima"t1 < t2 < · · · < tn.

Definicija

Fiksirajmo vrednosti s0 < t1 < s1 < t2 < · · · < tn < sn. Oznaqimo
inkluziju iz Xsi u Xsj za i < j sa f i ,j . Neprekidno preslikava�e

indukuje preslikava�e u homologiji

f i ,jp : Hp(Xsi )→ Hp(Xsj )

Persistentna homologija je Imf i ,jp

Ove grupe sadr�e klase koje su nastale pre si a i da	e �ive u sj .
Zato se zove Persistentna Homologija jer meri istrajnost klasa u

podnivoima.

Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Persistentna Homologija

Ako je X topoloxki prostor (simplicijalni kompleks) i f tame
funkcija sa "kritiqnim vrednostima"t1 < t2 < · · · < tn.

Definicija

Fiksirajmo vrednosti s0 < t1 < s1 < t2 < · · · < tn < sn. Oznaqimo
inkluziju iz Xsi u Xsj za i < j sa f i ,j . Neprekidno preslikava�e

indukuje preslikava�e u homologiji

f i ,jp : Hp(Xsi )→ Hp(Xsj )

Persistentna homologija je Imf i ,jp

Ove grupe sadr�e klase koje su nastale pre si a i da	e �ive u sj .
Zato se zove Persistentna Homologija jer meri istrajnost klasa u

podnivoima.
Filip Bro�i� Uvod u Persistentnu Homologiju



Algebarska Topologija
Persistencija

Persistentna Homologija
Rips-ov kompleks

Literatura

Primer

Slika: Primer za Persistentnu Homologiju
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Primer

Neka je si =
2i−1
2

.

f 3,41 : Z2 → Z2 ⊕ Z2 , Imf 3,41 = Z2

f 3,51 : Z2 → Z2 , Imf 3,51 = Z2

f 4,5 : Z2 ⊕ Z2 → Z2 , Imf 3,41 = Z2
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1 Algebarska Topologija
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3 Persistentna Homologija

4 Rips-ov kompleks
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Definicija

Ripsov kompleks je simplicijalni kompleks pridru�en m-torki
taqaka u Rn (ili nekom drugom metriqkom prostoru).

Definicija

Neka su x1, ..., xm iz Rn i ε > 0. Ripsov kompleks (ili

Vijetoris-Ripsov kompleks) je apstraktni simplicijalni kompleks

Rε gde su k-simpleksi k-torke taqaka xi1 , ..., xik takve da su svake dve
taqke na rastoja�u ma�em od ε.

Odnosno dolazimo do prirodnog pridru�iva�a simplicijalnog

kompleksa podacima (koji su elementi euklidskog prostora).
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Svojstva

Ripsov kompleks je jako pogodan zato xto je u poptunosti odre�en

svojim 1-skeletonom. To jest Ripsov kompleks je maksimalan me�u

svim simplicijalnim kompleksima sa da datim 1-skeletonom.

Osim u analizi podataka koristi se i za modelira�e topologije

MANET -a (mobile ad hoc network).
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Primer

Posmatrajmo taqke u ravni (0,−1), (0, 1), (0, 2), (−1, 0), (1, 0)

R 1

2

:

Slika: Ripsov kompleks 1
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R 3

2

:

Slika: Ripsov kompleks 2
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R2.1:

Slika: Ripsov kompleks 3
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R 5

2

:

Slika: Ripsov kompleks 4
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Hvala na pa��i !
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